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Abstract
Let X be a complex projective manifold and f a dominating ratio-
nal map from X onto X. We show that the topological entropy h(f)
of f is bounded from above by the logarithm of its maximal dynamical
degree.
Soit X une varie´te´ projective complexe de dimension k ≥ 2, munie d’une
forme de Ka¨hler ω normalise´e par
∫
X
ωk = 1. Soit f : X −→ X une applica-
tion rationnelle dominante, c.-a`-d. localement ouverte en un point ge´ne´rique
de X . Notons λl(f) le degre´ dynamique d’ordre l de f , 1 ≤ l ≤ k, et h(f)
l’entropie topologique de f . Ils sont de´finis plus loin. Il s’agit de montrer que
h(f) ≤ max1≤l≤k log λl(f). Un interme´diaire utile est lov(f), c’est un indica-
teur de la croissance du volume des graphes des ite´re´s de f . Plus pre´cise´ment,
soit Γn le graphe de l’application (f, f
2, . . . , fn) ou` f i := f ◦ · · · ◦ f (i fois).
On pose
lov(f) := lim sup
n→∞
1
n
log vol(Γn).
Utilisant une ine´galite´ de Lelong, Gromov [11] a montre´ que h(f) ≤
lov(f) lorsque f est holomorphe. Sa preuve reste valable pour les applications
rationnelles. Nous allons montrer que lov(f) = max1≤l≤k log λl(f) et en
de´duire le the´ore`me suivant.
The´ore`me 1 Soit X une varie´te´ projective complexe de dimension k ≥ 2 et
soit f : X −→ X une application rationnelle dominante. Alors
h(f) ≤ lov(f) = max
1≤l≤k
log λl(f).
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Ce re´sultat a e´te´ annonce´ dans [10]. L’auteur a utilise´ l’ine´galite´ (f ◦f)∗ ≤
f ∗ ◦ f ∗ [10, lemma 3] qui n’est pas valable lorsque ces ope´rateurs agissent sur
les cycles analytiques. Un contre-exemple est donne´ dans [12]. Dans notre
approche, on ne de´finit pas f ∗ sur tous les courants ni meˆme sur les cycles.
Le produit des courants n’est conside´re´ que la` ou` ils sont lisses.
Rappelons quelques notions (voir par exemple [1, 17, 12, 7]). Notons Γ le
graphe de f dans X ×X . C’est un sous-ensemble analytique irre´ductible de
dimension k. Lelong a montre´ que l’inte´gration sur la partie re´gulie`re de Γ
de´finit un courant positif ferme´ [Γ] de bidimension (k, k). Soient π1 et π2 les
projections de X×X sur le premier et le second facteur. Pour tout ensemble
Y ⊂ X , posons
f(Y ) := π2(π
−1
1 (Y ) ∩ Γ) et f
−1(Y ) := π1(π
−1
2 (Y ) ∩ Γ).
Notons If l’ensemble des points x ∈ X tels que dim π
−1
1 (x)∩Γ ≥ 1. C’est
l’ensemble des points d’inde´termination de f . Il est de codimension au moins
2. On a dim π−11 (If) ∩ Γ ≤ k − 1. Pour toute forme ϕ lisse de bidegre´ (l, l)
posons
f ∗(ϕ) := (π1)∗(π
∗
2(ϕ) ∧ [Γ]) (1)
Le courant f ∗(ϕ) est lisse sur X \ If . Puisqu’il est de masse finie et sans
masse sur If , ses coefficients sont dans L
1. En particulier, f ∗(ϕ) ne charge
pas les sous-ensembles analytiques propres de X . L’ope´rateur f ∗ est continu
de l’espace des formes lisses dans l’espace des formes a` coefficients dans L1.
Posons δl(f) :=
∫
X
f ∗(ωl) ∧ ωk−l pour 1 ≤ l ≤ k. On de´finit le degre´
dynamique d’ordre l de f par
λl(f) := lim sup
n→∞
[δl(f
n)]1/n.
On verra que la suite [δl(f
n)]1/n est en toujours convergente (corollaire 7).
Le degre´ topologique dt := λk(f) est e´gal au nombre de pre´images par f d’un
point ge´ne´rique de X .
Soit
Ωf := X \ ∪n∈Zf
n(If).
C’est un ensemble invariant par f et f−1. On dira qu’une famille F ⊂ Ωf
est (n, ǫ)-se´pare´e, ǫ > 0, si
max
0≤i≤n−1
dist(f i(x), f i(y)) ≥ ǫ pour x, y ∈ F distincts.
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L’entropie topologique (voir [1]) h(f) est de´finie par
h(f) := sup
ǫ>0
(
lim sup
n→∞
1
n
logmax
{
#F, F (n, ǫ)-se´pare´e
})
.
Notons Γn l’adhe´rence dans X
n de l’ensemble des points
(x, f(x), . . . , fn−1(x)), x ∈ Ωf .
C’est un sous-ensemble analytique de dimension k de Xn. Soient Πi les
projections de Xn sur ses facteurs. On munit Xn de la forme de Ka¨hler
ωn :=
∑
Π∗i (ω). On a
lov(f) := lim sup
n→∞
1
n
log(vol(Γn)) := lim sup
n→∞
1
n
log
(∫
Γn
ωkn
)
.
On verra plus loin que la suite
(
1
n
log
∫
Γn
ωkn
)
est toujours convergente. Util-
isant une ine´galite´ de Lelong, Gromov [11] a montre´ que h(f) ≤ lov(f). Dans
la suite, nous montrons que lov(f) = max log λl(f).
Pour tout courant positif ferme´ de bidegre´ (l, l) sur X , notons ‖S‖ :=∫
X
S ∧ ωk−l la masse de S. Puisqu’on a suppose´
∫
X
ωk = 1, les courants ωl
sont de masse 1. Pour les re´sultats fondamentaux sur les courants positifs
ferme´s nous renvoyons a` Lelong [14] et Demailly [4]. Notre outil principal
est le lemme suivant.
Lemme 2. Il existe une constante c > 0, qui ne de´pend que de X, telle
que pour tout courant positif ferme´ S de bidegre´ (l, l) sur X on puisse trou-
ver une suite de courants positifs ferme´s lisses (Sm)m≥1, de bidegre´ (l, l),
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes
1. La suite (Sm) converge vers un courant positif ferme´ S
′.
2. S ′ ≥ S, c’est-a`-dire que le courant S ′ − S est positif.
3. On a ‖Sm‖ ≤ c‖S‖ pour tout m ≥ 1.
Preuve— Soit ωFS la forme de Fubini-Study de P
k normalise´e par
∫
Pk
ωkFS = 1.
Rappelons que les groupes de cohomologie de Dolbeault Hl,l(Pk,R) sont de
dimension 1. En particulier, tout courant positif ferme´ R de bidegre´ (l, l) sur
Pk est cohomologue a` ‖R‖ωlFS.
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Puisque X est projective, on peut choisir une famille finie d’applications
holomorphes surjectives Ψi, 1 ≤ i ≤ s, de X dans P
k telles qu’en tout
point x ∈ X au moins l’une des applications Ψi soit de rang maximal. Il
suffit de plonger X dans un PN et de prendre une famille de projections sur
Pk. Posons Ti := (Ψi)∗(S). L’ope´rateur (Ψi)∗ e´tant continu, il existe une
constante c1 > 0 inde´pendante de S telle que ‖Ti‖ ≤ c1‖S‖.
La varie´te´ Pk e´tant homoge`ne, si R est un courant positif ferme´ dans
Pk, il existe des courants positifs ferme´s lisses (Rm) tendant vers R avec
‖Rm‖ = ‖R‖. Donc il existe des courants positifs ferme´s lisses Ti,m de bidegre´
(l, l) sur Pk qui convergent faiblement vers Ti et qui ve´rifient ‖Ti,m‖ = ‖Ti‖.
On a donc ‖Ti,m‖ ≤ c1‖S‖.
Posons Sm :=
∑s
i=1(Ψi)
∗(Ti,m). Estimons la masse de (Ψi)
∗(Ti,m):
‖(Ψi)
∗(Ti,m)‖ =
∫
X
(Ψi)
∗(Ti,m) ∧ ω
k−l
= ‖Ti,m‖
∫
X
(Ψi)
∗(ωlFS) ∧ ω
k−l
≤ c1‖S‖
∫
X
(Ψi)
∗(ωlFS) ∧ ω
k−l
≤ c2‖S‖
pour une constante c2 > 0 inde´pendante de S. Donc la masse de Sm est
majore´e par c‖S‖ avec c := sc2. Quitte a` extraire une sous-suite, on peut
supposer que la suite (Sm) tend faiblement vers un courant S
′. Au voisinage
de chaque point x ∈ X , on ve´rifie, puisque l’un des Ψi est un biholomor-
phisme local, que S ′ − S est positif. On peut bien suˆr choisir les constantes
c1, c2 et c inde´pendantes de l, 1 ≤ l ≤ k.

Remarque 3. L’ensemble des classes de courants positif ferme´s de bidegre´
(l, l) et de masse 1 est borne´ dans Hl,l(X,R). Il existe donc une constante
αX > 0 telle que la classe de αXω
l−T soit repre´sente´e par une forme lisse pos-
itive pour tout courant positif ferme´ T de bidegre´ (l, l) et de masse plus petite
ou e´gale a` 1. On dira que T est cohomologiquement domine´ par αXω
l. La
proprie´te´ ci-dessus est valable pour toute varie´te´ ka¨hle´rienne compacte. Dans
le lemme 2, les courants Sm sont cohomologiquement domine´s par cX‖S‖ω
l
ou` cX := cαX .
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Notons Cf l’ensemble des points au voisinage desquels f n’est pas une ap-
plication holomorphe localement inversible. Posons Ω1,f := X \ Cf . C’est un
ouvert de Zariski de X . Nous allons de´finir f ∗(S) lorsque S est un courant
positif ferme´ de bidegre´ (l, l) sur X . Le courant f ∗(S) est bien de´fini sur
Ω1,f . Si sa masse sur Ω1,f , qui est de´finie par ‖f
∗(S)‖ :=
∫
Ω1,f
f ∗(S) ∧ ωk−l,
est finie, d’apre`s Skoda [18], son prolongement trivial f˜ ∗(S) est un courant
positif ferme´ sur X . Le lemme suivant montre que c’est le cas. Nous utilisons
par la suite cette extension par 0.
Lemme 4. Soit S un courant positif ferme´ de bidegre´ (l, l) sur X. Alors
‖f ∗(S)‖ ≤ cXδl(f)‖S‖. En particulier, f˜ ∗(S) est positif ferme´ dans X et sa
masse est borne´e par cXδl(f)‖S‖.
Preuve— Soit (Sm) la suite de courants lisses ve´rifiant le lemme 2 (applique´
au courant S). D’apre`s la remarque 3, ces courants sont cohomologiquement
domine´s par cX‖S‖ω
l. On en de´duit que la masse de f ∗(Sm), qui se calcule
cohomologiquement, est majore´e par cXδl(f)‖S‖. Plus pre´cise´ment, on a
pour tout compact K ⊂ Ω1,f∫
K
f ∗(S) ∧ ωk−l ≤
∫
K
f ∗(S ′) ∧ ωk−l ≤ lim
m→∞
∫
X
f ∗(Sm) ∧ ω
k−l
≤ cX‖S‖
∫
X
f ∗(ωl) ∧ ωk−l = cXδl(f)‖S‖.
Ceci implique le lemme.

Lemme 5. Soit ǫ > 0. Il existe une constante cǫ > 0 telle qu’on ait∫
Ωf
(fn1)∗ω ∧ . . . ∧ (fnk)∗ω ≤ cǫ(max
1≤l≤k
λl + ǫ)
n1
pour tous les entiers naturels n1, . . . , nk ve´rifiant n1 ≥ · · · ≥ nk ≥ 0.
Preuve— Posons λǫ := max1≤l≤k λl + ǫ. Soit c > 0 une constante telle
que δl(f
n) ≤ cλnǫ pour tout n ≥ 0 et pour tout l avec 1 ≤ l ≤ k. Soit
Ωn,f := X \∪0≤i≤n−1f
−i(Cf ). C’est un ouvert de Zariski de X . Montrons par
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re´currence sur s, 0 ≤ s ≤ k, que pour tous n1, . . . , ns ve´rifiant n1 ≥ · · · ≥
ns ≥ 0 on a ‖Ts‖ ≤ c
scsXλ
n1
ǫ , cX e´tant la constante de la remarque 3 et
Ts := (f
n1)∗ω ∧ . . . ∧ (fns)∗ω, T0 := 1.
C’est clair au rang s = 0. Supposons le au rang s− 1, 1 ≤ s ≤ k. On a
‖T ′s−1‖ ≤ c
s−1cs−1X λ
n1−ns
ǫ ou`
T ′s−1 := (f
n1−ns)∗ω ∧ . . . ∧ (fns−1−ns)∗ω.
Le courant T ′s−1 e´tant de masse finie sur Ωn1−ns,f , d’apre`s le the´ore`me de
Skoda [18], son prolongement trivial T˜ ′s−1 dans X est un courant positif ferme´
dont la masse est majore´e par cs−1cs−1X λ
n1−ns
ǫ . Utilisant le lemme 4 applique´
au courant S = T˜ ′s−1 ∧ ω et a` l’application f
ns, on obtient
‖Ts‖ = ‖(f
ns)∗(T ′s−1 ∧ ω)‖ ≤ cXδl(f
ns)‖T ′s−1‖ ≤ c
scsXλ
n1
ǫ .
Ceci termine la re´currence. Pour s = k, on obtient le lemme avec cǫ := c
kckX .

Fin de la de´monstration du the´ore`me 1. Il nous faut estimer lov(f).
D’apre`s le lemme 5, on a pour tout ǫ > 0
vol(Γn) =
∑
0≤i1,...ik≤n−1
∫
Ωf
(f i1)∗ω ∧ . . . ∧ (f ik)∗ω
≤ cǫn
k(max
1≤l≤k
λl(f) + ǫ)
n−1.
D’ou` lov(f) ≤ max1≤l≤k log λl(f). On a aussi lov(f) ≥ max1≤l≤k log λl(f)
car
vol(Γn) ≥
∫
Ωf
(fn−1)∗ωl ∧ ωk−l = δl(f
n−1).

Proposition 6. Soient f et g deux applications rationnelles de X dans
X. On a
δl(f ◦ g) ≤ cXδl(f)δl(g).
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Preuve— Par de´finition de δl(f), on a ‖f
∗ωl‖ = δl(f). Le courant (f ◦ g)
∗ωl,
qui ne charge pas les sous-ensembles analytiques propres de X , est e´gal a`
g∗(f˜ ∗ωl) sur Ω1,g ∩ Ω1,f◦g. Le lemme 4, applique´ a` g et au courant f˜ ∗ωl,
entraˆıne que
δl(f ◦ g) = ‖g
∗(f˜ ∗ωl)‖ ≤ cXδl(g)‖f
∗ωl‖ = cXδl(f)δl(g).

Corollaire 7. La suite [δl(f
n)]1/n est convergente. Les degre´s dynamiques
λl de f sont des invariants birationnels.
Preuve— D’apre`s la proposition 6, on a δl(f
m+n) ≤ cXδl(f
m)δl(f
n) pour tous
m,n ≥ 1. Ceci implique que la suite [δl(f
n)]1/n converge vers infn≥1[δl(f
n)]1/n.
Soit g une application birationnelle de X dans X . Posons h := g ◦f ◦g−1.
On a
δl(h
n) = δl(g ◦ f
n ◦ g−1) ≤ c2Xδl(g)δl(g
−1)δl(f
n).
Donc λl(f) ≤ λl(h). Puisque f = g
−1 ◦ h ◦ g, on a aussi λl(h) ≤ λl(f).

Remarques 8. a. Russakovskii et Shiffman [16] ont montre´ l’ine´galite´ δl(f ◦
g) ≤ δl(f)δl(g) lorsque X = P
k. Diller et Favre [5] ont de´crit pre´cise´ment
la croissance de δ1(f
l) lorsque f est une application bime´romorphe sur une
surface complexe. Dans le cas de dimension k ≤ 3 et dans le cas des varie´te´s
homoge`nes, les re´sultats ci-dessus ont e´te´ de´montre´s par Vincent Guedj [12].
Il a alors prouve´ l’existence d’une unique mesure invariante d’entropie max-
imale log dt(f) pour toute application rationnelle f ve´rifiant dt(f) > λl(f),
1 ≤ l ≤ k − 1 (pour la me´thode voir e´galement Briend-Duval [2] ainsi que
[7, 8]). Le the´ore`me 1 permet d’e´tendre ce re´sultat au cas d’une varie´te´
projective quelconque.
b. D’apre`s Iskovkikh-Manin [13], il existe des varie´te´s X lisses non
rationnelles de dimension 3 dans P4 qui sont unirationelles, c.-a`-d. pour
lesquelles il existe une application rationnelle de rang maximal f : P3 −→ X .
On peut donc composer une projection holomorphe g de X sur P3 avec f
pour obtenir beaucoup d’applications rationnelles d’entropie positive sur X .
Nous remercions F. Campana et N. Mok qui nous ont indique´ ces exemples.
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Il est facile cependant de construire des correspondances sur les varie´te´s
projectives (voir par exemple [3, 19, 6, 9]). La proposition 6 et le corollaire 7
restent valables pour les correspondances. Rappelons qu’une correspondance
sur X est la donne´e d’un ensemble analytique Γ ⊂ X × X de dimension k
dont les images de chaque composante par π1 et π2 sont e´gales a` X . On peut
poser f := π2 ◦ (π1|Γ)
−1. L’image re´ciproque d’une forme lisse est de´finie par
l’e´quation (1). Les degre´s dynamiques sont de´finis de fac¸on analogue que
pour les applications rationnelles.
c. Soit π : Y −→ X une application holomorphe surjective ou`X et Y sont
des varie´te´s projectives complexes. Soit T un courant positif ferme´ sur X .
L’images re´ciproque π∗(T ) de T par π est bien de´finie sur un ouvert de Zariski
de Y (la` ou` f est une submersion locale). Le lemme 2 permet de prolonger
π∗(T ) en courant positif ferme´ π˜∗(T ) dans Y . L’ope´rateur T 7→ π˜∗(T ) est
semi-continu infe´rieurement. Plus pre´cise´ment, si Tn → T , lim π˜∗(Tn) ≥
π˜∗T . Cette de´finition est utile dans le cadre des courants dynamiques. Nous
reviendrons sur cette question dans un prochain travail. Notons que Me´o
[15] a donne´ un exemple qui montre qu’on ne peut pas toujours de´finir π∗(T )
dans le cas ou` X et Y ne sont pas compactes. Il a aussi donne´ une de´finition
de π∗(T ) dans le cas local et lorsque π est une application a` fibres discre`tes.
On ne sait pas si sa de´finition est inde´pendante des coordonne´es.
References
[1] R. Bowen, Topological entropy for non compact sets, Trans. A.M.S., 184
(1973), 125-136.
[2] J.-Y. Briend et J. Duval, Deux caracte´risations de la mesure d’e´quilibre d’un
endomorphisme de Pk(C), Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci., 93 (2001),
145-159.
[3] L. Clozel et E. Ullmo, Correspondances modulaires et mesures invariantes, a`
paraˆıtre dans Journal fu¨r die reine und angew. Math.
[4] J.P. Demailly, Monge-Ampe`re Operators, Lelong numbers and Intersection
theory in Complex Analysis and Geometry, Plemum Press (1993), 115-193,
(V. Ancona and A. Silva editors).
[5] J. Diller and C. Favre, Dynamics of bimeromorphic maps of surfaces, Amer.
J. Math. 123 (2001), no. 6, 1135-1169.
8
[6] T.C. Dinh, Distribution des pre´images et des points pe´riodiques d’une corre-
spondance polynomiale, Bull. Soc. Math. France, a` paraˆıtre.
[7] T.C. Dinh et N. Sibony, Dynamique des applications d’allure polynomiale, J.
Math. Pures et Appl., 82 (2003), 367-423.
[8] T.C. Dinh et N. Sibony, Dynamique des applications polynomiales semi-
re´gulie`res, Arkiv fo¨r Mahematik, 42 (2004), 61-85.
[9] T.C. Dinh et N. Sibony, Distribution des valeurs de transformations
me´romorphes et applications, pre´publication (2003).
arxiv.org/abs/math.DS/0306095.
[10] S. Friedland, Entropy of polynomial and rational maps, Ann. of Math. 133
(1991), 359-368.
[11] M. Gromov, On the entropy of holomorphic maps, Enseignement Math. 49
(2003), 217-235. Manuscript (1977).
[12] V. Guedj, Ergodic properties of rational mappings with large topological de-
gree, Ann. Math., to appear.
[13] V.A. Iskovkikh and Yu.I. Manin, Three dimensional quartics and counterex-
amples to the Lu¨roth problem, Math. USSR Sb., 15 (1971), 141-166.
[14] P. Lelong, Fonctions plurisousharmoniques et formes diffe´rentielles positives,
Dunod Paris 1968.
[15] M. Me´o, Image inverse d’un courant positif ferme´ par une application surjec-
tive, C.R.A.S., 322 (1996), 1141-1144.
[16] A. Russakovski and B. Shiffman, Value distribution for sequences of rational
mappings and complex dynamics, Indiana Univ. Math. J., 46 (1997).
[17] N. Sibony, Dynamique des applications rationnelles de Pk, Panoramas et
Synthe`ses, (1999), 97-185.
[18] H. Skoda, Prolongement des courants positifs, ferme´s de masse finie, Invent.
Math., 66 (1982), 361-376.
[19] C. Voisin, Intrinsic pseudovolume forms and K-correspondences, preprint.
Tien-Cuong Dinh et Nessim Sibony,
Mathe´matique - Baˆt. 425, UMR 8628, Universite´ Paris-Sud, 91405 Orsay, France.
E-mails: Tiencuong.Dinh@math.u-psud.fr et Nessim.Sibony@math.u-psud.fr.
9
